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RnはRより高精度にRを推定できるか？
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回転行列Rを推定する手法の提案 |
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あらまし 本論文では、3 3回転行列 Rをより高精度に推定するために、高次の回転行列 R2; R3; : : : ; Rn を用いる
手法を提案する。まず、電磁波測距に基づいて 2 2回転行列 Rの推定を R2; R3; : : :などを用いて行う手法について
述べる。そして、その手法を 3 3回転行列の角度推定のために、次のように定式化する。つまり、もしノイズを含
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Abstract In this paper, we show that a more accurate estimation of a 33 rotation matrix R can be achieved by
appropriately decomposing higher-order rotation matrices: R2; R3, and so on. First we discuss an angle estimation
of a 2 2 rotation matrix inspired by the Electronic Distance Measurement. Then we reformulate the problem for
a 3 3 rotation matrix: if noise-contaminated measurement matrices R;R2; : : : ; Rn are given, nd an appropriate
rotation matrix R. In the proposed method, the given measurement matrices are rst transformed to rotation
matrices by using the polar decomposition. Then the rotation angles are obtained by using an eigen decomposition
of the rotation matrices. Finally, the ambiguity of the obtained rotation angle is removed. Numerical simulations
and pose estimation experiments show that the use of Rn results in more accurate estimates than when R itself is
used.
Key words Rotation matrix, Measurement with higher frequency, Electronic distance measurement, View-based
pose estimation
1. は じ め に
回転の推定はコンピュータビジョンにおいて重要な問
題の一つである。コンピュータビジョンの主要な問題の
多くが、回転行列Rと並進ベクトル t で表わされる 3次
元姿勢の推定を必要としている。たとえば、エピポーラ














える。近年の SO(3)上のフーリエ解析 [11]～[14] では、
Rの高周波表現も研究されている。そこで、もしRその













本論文では、R2; R3; : : :などを用いてRを推定する手




























だけでなく R2; R3; : : :も同時に学習することができる。
さらに、それぞれの姿勢パラメータの推定を別々に行う

















こでは 2 2回転行列 Rの 1自由度の角度推定について
述べる。
ここで、Rは角度 の回転を表すとすると、Rを n乗


















1; 0 <= 1 < 2 (1)













2; 0 <= 2 < 2 (2)
ここで k2 は波長 2 の波の数である。











2. 2 2 2回転行列の推定
次に、上述の電磁波測距の議論を 2 2回転行列の推
定にあてはめて考えてみる。
2  2回転行列 Rを R2（Rの 2乗）を用いて推定す
ることは、電磁波測距の特殊な場合とみなすことができ
る。計測対象は、距離ではなくRの回転角 である。つ
まり、Rに対応する 1番目の計測 cos 1; sin 1と、R2に
対応する 2番目の計測 cos 2; sin 2 を用いて、1自由度
の角度 を推定する。1 は の（粗い）推定値であり、
2 は 2 の推定値である（R2 は Rの回転の 2倍である
ため）。
1 と 2 を用いた の推定を、以下のように定式化す
る。1 のための 1番目の波長は、0 <=  < 2 なので、
















ここで k2は 0か 1である。k2の不定性は、を 2倍した
ことによるものである。もし 2が 2 より大きい場合、

















cos( 22 + k2)






ある 22 + k2 に置き換える。
上述の手法は Rn に一般化することができる。Rn の
回転量を nとする。Rnは n回の 回転であるため、n



























cos( nn + 2
kn
n )

























Rn を Rn の観測行列とする。つまり、Rによる回転
を n回繰り返した行列であるべきものに、観測時のノイ
ズが加わったものであるとする。次に eRn を Rn に最も
近い回転行列とする。 eRn はそれらのフロベニウスノル
ムを最小化する [20], [21] ことで得られる。
min jjRn   eRnjjF + jj eRTn eRn   IjjF (8)
ここで はラグランジュ乗数である。
この解は polar decomposition [20]として知られてい
る。Rn の特異値分解を Rn = UnnV Tn とすると、Rn
の polar decompositionは次式で与えられる。
Rn = (UnV Tn )(VnnV
T
n ): (9)





えるのである。その場合には、UnV Tn を eRn として用い
ることはできない。そこで、以下のように解を修正する。
eRn = ( UnV Tn if jUnjjVnj = +1;
Un(HVn)T if jUnjjVnj =  1;
(10)
ここでH = diag(1; 1; 1)とする。
この修正は以下のように解釈できる。polar decompo-
sitionは、Rn の特異値分解から UnV Tn を抜き出すため
に、因子 V Tn Vn（これは単位行列 I である）を挿入して
いるとみなせる。しかし、任意の正則行列 Gについて
の V Tn G 1GVnを因子として用いても、同様に成り立つ。
そこで、polar partの行列式が 1になるように、行列H
についての V Tn H 1HVn を因子として用いる。すると
HTH = I と jHj =  1から、jUnjjVnj =  1の場合に
は、元の polar decompositionを次のように書き直すこ
とができる。




回転行列 Rn の回転角度は、exponential map [2]によ
り cos n = trRn 12 で求めることができる。しかし、本
論文における定式化においては、この式では角度を一意
に決定することができない。exponential mapは回転角
は 0から までと仮定しているが、本論文においては n
の範囲は 0から 2 である。したがって、角度の cosだ
けでなく sinも知る必要がある。
回転角度と回転軸を求めるには、回転行列の固有値分
解が必要である。ここで !n = (b; c; d)T を回転軸を表す
3次元ベクトルとすると、exponential map [2]により、
次式で与えられる。
!n = (r32   r23; r13   r31; r21   r12)T ; (12)
ここで rij は eRn の ij 要素である。
この eRn の回転軸は、 eRn の固有値 1に対応する固有
ベクトルである [1], [22]。他の二つの固有値は回転角度
に対応する。そこで、 eRn の固有値分解は、ユニタリ行
列 Pn と対角行列 Dn を用いて以下のように表わされ
る [1], [22], [23] 。























Dn = diag(1; ein ; e in) (15)
Pn の列が固有ベクトルであり、回転軸は第 1 列に相
当する。Dn の対角成分が固有値であり、最後の二つ
の固有値 ein が回転角度に対応する。したがって、




は数式でも表わされる。R = PDPH を R の固有値分解


























1CA ; SHS = SSH = I: (17)
すると固有値分解を次のように書き換えることができる。






ここで P 0n = PnS、D0n = SHDnS である。P 0n は実直交
（注1）：平均よりも median の方が精度がよかったため。
行列であり、P 0nP 0Tn = P 0Tn P 0n = I が成り立つ。さらに、
D0n は以下のような実ブロック行列である。
D0n =
0B@ 1 0 00 cos n sin n
0   sin n cos n
1CA : (20)




















cos( nn + 2
kn
n )







最終的な角度の推定値は ^ = nn + 2
k^n
n である。
R1 から Rn までの n個の観測行列が得られる場合に
は、上式において 1ではなく n 1を用いることにする。
なぜなら、1 の誤差が 2n より大きい場合には（ノイズ
が大きい時に生じる）、kn が正しく求まらないからであ
る。1 から順に角度の推定値を更新すると、n 1 の推
定誤差は 2n 1 以下であるため、kn は正しく求めること
ができる。
最終的な回転行列の推定値は、以下で与えられる。
bR = P 0med
0B@ 1 0 00 cos ^ sin ^
0   sin ^ cos ^
1CAP 0Tmed (22)
4. 評 価 実 験
提案手法の有効性を示すために、二つの数値シミュレー
ション実験の結果を示す。一つ目の数値実験は、ある回転
行列を真値として、それぞれの観測行列Rn (n = 1; 2; : : :)
には独立に同じタイプのノイズを加える。二つ目の数値
実験は、R1 にノイズを加え、それを n乗した (R1)n を
観測行列 Rn とする。




 Rを n乗して Rn を計算する。























0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
図 2 数値実験 1。一様乱数 0:1  0:5に対する角度推定値
の平均絶対誤差。












0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
図 3 数値実験 1。一様乱数 0:1  0:5に対する回転行列の
推定値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。












0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
図 4 数値実験 1。一様乱数 0:1  0:5に対する回転行列の
推定値と真値のフロベニウスノルムで測った誤差。ただ

















8<:j   ^j; !T !^ < 2j   (2   ^)j; otherwise (23)
図 2に回転角度の推定結果を示す。縦軸は角度の推定
誤差 [deg]を表し、横軸は推定に用いた観測行列 Rn の
nを表す。n = 1は R1 のみを用いた場合、n > 1は R1
と R2; : : : ; Rn を推定に用いた場合の結果である。それ
ぞれの角度誤差は 1000個の回転行列に対する推定値の
平均であり、誤差棒は標準偏差を意味する。加えた一様
乱数の幅 (0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5) ごとに推定結果を示し
てある。
この結果から、回転角度の推定には提案手法が有効で





























 Rに一様乱数を加えて R1 を生成する。
 R1 を n乗した (R1)n を観測行列 Rn とする。



















0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
図 5 数値実験 2。一様乱数 0:1  0:5に対する角度推定値
の平均絶対誤差。












0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
























R;R2; : : : ; R8を姿勢パラメータとして推定し、その推定




































値 R1; : : : ; R8 を本手法の推定に用いる。








Rn = Fnx; n = 1; : : : ; 8 (25)
として得られた 9次元ベクトルRn の要素を、3  3の
行列 Rn に並べ直し、本手法での観測行列とする。
実験には、3次元物体モデルを用いて作成し、学習用








度誤差は 5:31  5:84[deg] であったが、R8 までを用い
た場合では 2:87  4:55[deg]にまで減少している。また
フロベニウスノルムでの誤差も、R1 のみを用いた場合









5. お わ り に
本論文では、回転行列 R をそのべき乗の行列 Rn
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